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Algebra
1. Multimi si elemente de logicA matematica
1.1 Multimea numerelor reale
1.1.1 Numere reale

1) Multimea numerelor naturale: N = {0,1, 2,---,}.
2) Muliimea numerelor intregi: Z = {---,-2,-1,0, 1, 2,---,}.
3) Multimea numerelor rationale: Q = {Tnﬂ |mnezZn=+ 0}.
4) Mulfimea numerelor irationale, formati din  numerele
reprezentate de o fractie zecimala, infinita. neperiodica si pe care o
notaim R — Q.
5) Multimea numerelor reale: R = Q U (R — Q).

Evident au loc relatiile:
a) NcZcQcR b) R—QcR ¢ QnNn(R—-Q) =@.
6) O fractie % este ireductibila daca c.m.m.d.c. (m,n) = 1.

3
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7) O fractie ordinara % este reductibila daca existd cel putin un

Exemple:

numar prim prin care fractia se poate simplifica.
E i 2 1 5 1 12 3
xem e
Ple ™3 10 2216 4
.. . . . m
8) Fractiile ordinare care reprezinta numarul rational — se

. . m
transforma in fractie zecimala dupa formula; e a,aya,03 .
1 . . L .
Exemple: 3 =0, (3) - fractie zecimala periodica simpla

5
o =0,41(6) - fractie zecimala periodica mixta.

1.1.2 Operatii algebrice cu numere reale

Operatiile algebrice pe multimea numerelor reale sunt: adu-
narea i inmultirea. Ele se definesc ca extensii ale operatiilor

3



de adunare si inmultire din multimea numerelor rationale.
a) Proprietatile adunarii
1) Asociativitatea: (x +y) +z=x+ (¥ + 2) Mx, v,z €ER;
2) Comutativitatea: x +y =y + x (V)x,y €R;
3) Elementneutru0: x +0=0+x =x (V)x €R;
4) Element opus: : x + (=x) = (=x) + x (¥)x € R; numarul ~x
se numeste opusul Jui x.
b) Proprietatile inmultirii
1) Asociativitatea: (xy)z = x(yz) (V)x,y,z €ER;
2) Comutativitatea: xy = yx (V)x,y €R;
3) Elementneutrul:x-1=1-x=x (V)x €R;

1

1
4) Element inversabil rx o= ;-x=1 (Wx€eER, x#0;

1 . . .
numarul < se numeste inversul lui x.

¢) Proprietate de legatura intre inmultire si adunare
1) Distributivitatea inmultirii faa de adunare:
x(y +z) =xy+xz(¥)x,y,z€R
Observatie. Ca operatii derivate ale adunarii i inmultirii se
pot defini operatiile de scadere si impartire.
a) x—y=x+(-»),(MxyER
b) x:y=x-§,y * 0.
1.1.3 Calcule cu pumere reale reprezentate prin litere
a) Formule de calcul prescurtat
1) (a+b)? =a® +2ab +b%
2) (a—b)? =a®—2ab+b%
3) a?—b% = (a+b)(a~-b);
4) (a +b)® = a® +3a?b + 3ab” + b*;

4

5) (a —b)* =a® —3a’b + 3ab? — b3;
6) (a+b+c)?=a?+b?+c?+2ab+ 2ac + 2bc;
7y (a—b+c)? =a*+b?+c?—2ab+ 2ac — 2bc;
8) a® + b3 = (a +b)(a®? —ab +b?);
9) a® — b3 = (a —b)(a® +ab + b?);
10) a®" = b" = (a—b)(@ ' +a* ?b+ - +ab"?+b"1),
n=2neN;
1) a*+b"=(a+b)(@a* ™ —a*?h+ -—ab® 2+ b""1),
n=>2 neN,impar.
b) Alte formule algebrice utile
1) a®> +b? =(a+b)? —2ab;
2) a®+b% = (a+b)?—3ab(a+b);
3) a* +b* = (a® + b?)? — 2a*bh? = [(a + b)? — 2ab]* —
—2a?b?;
4) a® +b° = (a+b)(a*—a’b+a’b? —ab® +b*);
5) a® +b% = (a? + b?)? — 3a%b?(a? + b?);
6) a?+b%+ct=(a+b+c)?—2ab-2ac—2bc;
7. a’+b?+c?—ab—ac—bc=

=2l@~5? + (b~ + e~ )2}

8) a®+b3+c3~3abc = (a+b+c)a®>+b%+c?—ab-

—ac — bc) =%(a+b+c)[(a—b)2 +(b—-0)?%+(c—a)?).

9 (a+b+c)P-a*—b*=c3=3(a+b)b+c)c+a).
¢) Proprietitile puterilor cu exponent intreg

1) a™ g = am+n.

2) a™:a" =am" ", a#0;
3) (@) = a™;

4) (ab)™ =a™ - b™,

5) (%)m =2 pxo.

pm?



Aplicatii

1. 'Sz se arate ca daca a, b € Ruastfel incat a +b = 1, atunci:
a)y a*+ b?=1-—2ab by a® + b3 =1-3ab.
Solutie: Se aplica formulele 1) §i 2) de la 1.1.3 b).

2. Sa se arate ca daca a, b, ¢ € R. astfel incita+ b +c¢ =0,
atunci: a® + b* + ¢* = 3abc.
Solutie: Se aplica formula 8) de la 1.1.3 b).

3. Sa se descompuna in factori:

a?(b —c¢) + b%(c — a) + c¢*(a — b).

Solutie: a?(b—c) +b*(c —a) +c*(a—b) = a’bh - a’c+
+b2c — b%a + ca — ¢2b = ab(a — b) — c(a? — b?) +
+c%(a—b) = (a=b)(ab—ac—bc+c*)=(a—b)b -
—c(a—c).

1.1.4 Ordonarea numerelor reale

Introducem pe R relatiile < respectiv < astfel:
a) x <ydacay—x>0;
b) x <ydacay —x=0.

a) Proprietatea de trihotomie. Oricare ar fi x,y €R este
adevaratd una si numai una din relatiille x < y,x =y,x > y.

b) Proprietitile relatiei <:
1) x < x, (¥)x € R (reflexivitate);
2) x <,y < x = x = y (antisimetric);
3) x < v,y < z=x < z (tranzitivitate).

Relatia <, este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva si deci este
o relatie de ordine pe multimea R.

Relatia < este tranzitiva, dar nu este reflexiva si antisimetrica
si deci nu este relatie de ordine pe multimea R.

¢) Relatia < este o relatie de ordine totala pe R, deoarece
(V)x,y ERavemx < ysauy < x.
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d) Proprietati de legatura ale relatiei < cu operatiile de
zdunare si inmullire:
) x£y,zeR=>x+z<y+2z;
Dy xSy z<t=>x+z<y+t;
)y x<y,z>0=3xz<yz;
) x<y,z<0=>xz2yz
S)x<y,z<t, x>0y >0,z>0,t>0,implici = xz < yt.

Aplicatii

1. Sa se compare numerele: @ = 2% si b = 933,
Solutie: a = 2°% = (211)% = 2048%; b = 933 = 366 >
> 363 = 2187°. Atunci a = 2048° < 2187° = b. Decia < b.

2. Fiind dat a € R, sa se compare numerele: 2a sia + 1.
Solutie: 2a <a+1lea<lsiza>a+le=a>1.
Decl. dacad a < 1, ordinea este 2a,a + 1, iar daca a > 1, ordinea
estea + 1, 2a.

1.1.5 Modulul unui numir real

Definitie. Valoarea absoluta sau modulul unui numar real x
x, dacax >0

se defineste astfel: |x| =[ v dacax <0
—x, daca x

Proprietiti:
1) x| 20,(¥)x €R;
2) x| =0 x=0;

3) |=x| = |x|,(¥)x € R;
4) \xyl IXI lyl, (¥)x,y €R;
I I’ W)x,y eRy#0;
6) lel yl] < lx + ¥ < [x] + lyl, (¥)x,y € R;

0, dacia=0

HIx|l=aex =
) Il * {ia, dacia >0’

7



8) x|<aa>0e=a<x<a;
9) |x| >@a,a>0x < —a sau x> a.

Aplicatii

1. Rezolvati in R ecuatiile:
a) [x+2|=6 b) |x—lx+1]|=1.
Solutie.a) |[x+ 2| =6 x+2=16=x=4saux =—8.
b) |x—|x+1[|=1@x—|x+1|=i1<:>|x+1l=x—lsi
[x+1]=x+1.
1) Dacd x < —1, ecuatiile devin: —x —1=x—-1si-x—1=
= x + 1 cu solutiile x = 0 si x = —1, corecti fiind doar —1.
2) Dacd x > —1, ecuatiile devin: x +1=x—-1six+1=x+
+1. Prima ecuatie nu are solutie, iar a doua ecuatic are solutie
oricex > —1.

1.1.6. Aproximari, trunchieri, rotunjiri

1) Fiind dat numérul real pozitivx = a,a;a;.. a, - atunci:
a) aproximatia prin lipsa de ordinul n a lui x este:
Xn = @,010y... 0y
b) aproximatia prin adaos de ordinul n a lui x este:
X, = a,010;... Ay, + 107",

2) Fiind dat numarul real negativ x = —a,a:0z.. 0, "
atunci:
a) aproximatia prin lipsa de ordinul n a lui x este:

X, = —a,a103.. 4, — 107"
b) aproximatia prin adaos de ordinul n a lui x este:
X, = —a,0,0;... (.

3) Fiind dat numéarul real x =a,aia;. a, -+ atunci
trunchierea de ordinul n a lui x este x,, = a,a1a; ... 4.

4) Fiind dat numarul real x = a,a10;.. QnQy4q - atUDC

rotunjirea lui x la a n-a zecimala se calculeaza astfel:
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Daca a,,q1 € {0,1,2,3,4}, atunci x,, = a,a1a;... .
Dacd a,,41 € {5,6,7,8,9}, atunci x,, = a,a1a; .. a, + 107",

=

Aplicatii
1) Scrieti pentrua = V3 sib = —V3:

) aproximatiile zecimale de ordinul 2;
b) trunchierile de ordinul 3;
¢) rotunjirile la a 4-a zecimala.
Solutie. V3 = 1,7320508--- si —/3 = —1,7320508--.
aj a; = 1,73,a; = 1,74 si b, = —1,74,b;, = —1,73.
b) a; = 1,732 by = —1,732.
¢) ap = 1,73215si b, = —1,7321.

1.1.7 Partea intreagi si partea fractionari a
unui numir real

Axioma lui Arhimede. Pentru orice numir real x. exista si
este unic numarul intreg n astfel incat x € [n,n + 1).

Definitie. Fiind dat numarul real x, numim partea intreaga a
lui x si o notdm cu [x], cel mai mare numér intreg, care este mai
mic sau egal cu x.

Definitie. Fiind dat numdrul real x, numim partea fractionara
a lui x si 0 notam cu {x}, diferenta dintre numarul x si partea lui
intreagd ( x — {x}).
Exemple.[1,7] = 1,[-2,3] = —-3; {5,2} = 0,2,{-3,1} = 0,9.
Aplicatii

1. Sasecalculeze: [ /n(n+ 1) |si{/n(n+1)}.
Solutie. Se arata ca:

n<yn(n+1) <n+1= [w/n(n+1)] =n.
{(Vnn+D}= ynn+D-[Jnn+ D] =yn(n+1)—n
9




2. Fie x,y € R. Si se demonstreze ca;
xr=phlex-yeL
Solutie- x = [x] + {x}y =]+ l=x-yv =
=[x]=[yl+ &} —{»} Evident: {x} = ytsx =y € Z.

1.1.8 Operatii cu intervale de numere reale

Fiind date numerele a, b € R, a < b, definim urmatoarele
submultimi ale Iui R pe care le numim intervale:

1) [a,b] = {x € R}a < x < b} -interval inchisinasi b
2) (a,b) ={x € R|a < x < b} - interval deschisin asi b
3) [a,b) ={x € R|a < x < b} - interval inchis in g, deschis in b
4) (a,b] ={x € R|a < x < b} - interval deschis in g, inchis in b
5) [a,) = {x € R|x > a} - interval inchis la sténga in a si
nemarginit la dreapta
6) (a,) ={x € R|x > a} - interval deschis la stanga in a si
nemarginit la dreapta
8) (—o0,b] ={x € R|x < b} - interval nemarginit Ja stAnga si
inchis la dreapta in b
9) (—w,b) = {x € R|x < b} - interval nemdérginit la stanga si
deschis Ja dreapta in b.

Operatiile cu intervale se definesc la fel ca operatiile cu
multimi.

Distanta euclidiani dintre numerele reale a si b se defineste
ca fiind numarul d(a, b) = |a — b|.

Aplicatii

1. Scrieti sub forma de intervale urmatoarele multimi:
a) {xeR|x <3} b) {xeR|1<x <5}
Solutie. a) {x € R|x < 3} = (—o0,3].
D{xeR|1<x<5}=(1,5).

2. Sé se determine multimea:
{x e R|d(x,3) <5}.
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Solutie. d(x,3) <5 x—3| <5 —-5<x—-3<5<
= — 2 <x < 8. Atunci: {x e R|d(x,3) < 5}=(-2,8).

1.1.9 Inegalitati

Pentru a demonstra inegalititi, ne bazam pe proprietitile
relatiel de ordine pe multimea R. Se folosesc transformarile
iivalente si se obtine o suma de patrate mai mare sau egala cu
ZET0.

a) Inegalititi ce pot fi folosite in cadrul demonstrarii altor
inegalitati.
1) Daca a, b € R, atunci avem: a® + b? > 2ab.

Solutie. a? + b? > 2ab < (a —b)? = 0.

2) Dacé a,b € Ry, atunci avem: a + b > 2vab.
2
Solutie. a + b > 2Vab < (Va—vb)" > 0.

3) Dacia. b € R tunc ab < a+b

3 acé a, , atunci avem: —— < ——,

) + atl a+b 4
a+b

b
Solutie. —— < ——~ < (a + b)? > 4ab < (a — b)? > 0.
Y a+b 4

4) Dacaa,b € R, atunci '4<1+1

) Dacaa, +, 4 c1avem.a+b_a b
Soluti 4<1+1 (a+b)?24ab=(a—b)?=0
olufie. ——<—+ < (a > 4ab < (a > 0.

a’+b%? _ a+b

atb — 2 °

5) Dacda, b € R, atunci avem:

a?+b?  a+b

: atb 2 42 2
Solutie. ———> — 2@ +p) 2 (a+bh)i e

<= (a—b)?=0.

' , Catb 11,1
6) Dacaa,b € R,, atunci avem.mSE - +3 .
+b 1 (1 1) a+b a+b

a
a+p?2~2\a b a?+b2 ~ 2ab

11

Solutie.



e a4+ b2 >2abe (a—b)2>0.

a b
7) Daca a, b € Risatunci avem: b + > >.2:
a

Solutie.
olutie.

b
+2>2o0*+b2>2abe (a—-b)? =0
a

8) Daca a, b, ¢ € R, atunci avem: a® + b” + ¢? 2 ab + bc + ca.

Solutie. a? + b2+ c* = ab+ bc+ ca
< 2a% + 2b% + 2¢? = 20b + 2bc + 2ca =
ea-br+b-0)?+(c—a)?=0.

9) Dacaa,b,c ER, atunciavem: a+ b +¢c = 33/abc.
Solutie. Se foloseste identitatea 8) de la 1.1.3 b) :

1
ad + b3 +c3 - 3abc= E(a+b+c)[(a—b)2+(b—c)2+
—al= a3+b3+c3-3abc>0= a3+b3+c3=3abc.
Se inlocuieste a3 cu a, b® cu b si ¢3 cu ¢ si se obtine incgalitatea
dorita.
10. Dacd a,b,x,y € R, atunci avem:
(@% + b)) (x? + y?) = (ax + by)*.
(Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski)

Solutie. Dupa efectuarea calculelor se obtine (ay — bx)% =

>0

11. Dacd a,b,x,y € R, atunci avem:
VZ b2 +/x7+y2 = Jla+ 0+ b +y)*
(Inegalitatea lui Minkovski)
Solutie. Dupa ridicarea la patrat se obtine inegalitatea:
J@?+ b)) (x? +y?) = ax + by.
a) Daci ax + by < 0, inegalitatea este evident adevarata.
b) Daca ax + by > 0, ridicand la patrat ambii membri ai
inegalitatii obtinem: (ay — bx)* = 0.
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Aplicatii

1. Si se arate ca oricare ar fi a, b, ¢ € R’ avem:
ab bc & a+b+c

+
. a+b b+c c+a” 2
~ Solutie. Se aplica inegalitatea 3) si obtinem:
i a+b bc <b+c ca <c+a Se aduna
; ST hies 2 s 4 ¢ adund membru cu
membru cele trej inegalitati.

2. S& se arate ca oricare ar fi a, b, c € R}, avem:
a?b? + b%c? + c*a? = abc(a + b + c).
Solutie. Se aplica inegalitatea 8) pentru numerele reale
b, be, ca si se obtine: a?b? + b%c? + c?a? = ab?ct+abc? +
+a’bc =abc(a+ b + o).

3. Sa se arate ca dacd a,b>0,a+b =1,atunci sunt
zdevarate urmatoarele inegalitati:

1
g) ab< - b) 2(a3 + b3) > a? + b2

4
X 1
Solutie. a)1 =a+ b > 2vVab=ab SZ'
1 2@+ b3 2 a’+ b2 2(a+b)3 —6abla+b) =
(a+b)?—-2abe=2—6ab>1—2abeab S%.

oy

v

4. Sasearate cadacd a,b,c € R,a+ b + ¢ = 0, atunci sunt
zdevirate urmitoarele inegalitati:

a) a? > 4bc b) ab+bc+ca<0.

Solutie. a) a2 > 4bc = (—b—¢)? > 4bc &
=b24c?4+2bc > 4bc > (b—-c)2 > 0.
blab+bc+ca<0e ab+bec+ca<(a+b+o)ie
=a’+b?+ct+ab+bc+caz0
=2a’+2b%+2c%4+2ab+2bc+2ca >0
=a+b)?+b+c)+(c+a)=0.
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